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“Od piêciok¹ta foremnego do

fraktala dwunastoœciennego”
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nia. Uwieñczeniem ca³ego przedsiêwziêcia
by³ listopadowy weekend geometrii w
Lüdinghausen (Niemcy). Podczas tych
warsztatów mieliœmy okazjê uczestnicze-
nia w wyk³adzie, który poprowadzi³ dr
Christoph Pöppe, na temat wielok¹ tów i
bry³ foremnych oraz ich zwi¹zku z frakta-
lami geometrycznymi. Uczniowie i
nauczyciele mogli równie¿sprawdziæ w³a-
sne pok³ady cierpliwoœci, starannoœci i
dok³adnoœci podczas budowy drugiego
kroku fraktala, opartego na dwunastoœcia-
nie foremnym. Myœlê, ¿e nagrod¹ i wspa-
nia³ym prze¿yciem dla nas wszystkich, by³
widok ogromnego, a zarazem piêknego
obiektu matematycznego, który uda³o nam
siê „wyczarowaæ” podczas dwóch dni

Kilka s³ów w ramach wstêpu ...

Na pocz¹ tku roku szkolnego, lotem
b³yskawicy, rozesz³a siêpo szkole informa-
cja o naborze uczniów do realizacji kolej-
nej czêœci miêdzynarodowego projektu
Sokrates-Comenius. Jak wiêkszoœci z Was
wiadomo, szko³a uczestniczy w tym pro-
jekcie ju¿trzeci rok, a opiekunem jest pani
mgr El¿bieta Syrek. To w³aœnie ona, w
maju 2005, zaproponowa³a mi udzia³ w
matematycznej czêœci tego projektu i
umo¿liwi ³a kontakt z nauczycielami mate-
matyki ze szkó³ z Niemiec, Francji i Luk-
semburga.

Nasza wspó³praca mia³a dotyczyæ
pojêcia fraktali, ich w³asnoœci i zastosowa-
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ciê¿kiej pracy.
Jednak zanim wyjechaliœmy do Nie-

miec, kilkunastoosobowa grupa uczniów
spotyka³a siê w ka¿dy czwartek na kó³ku
poœwiêconym projektowi. Zajêcia prowa-
dzili nauczyciele i uczniowie. Nasze coty-
godniowe spotkania pe³ne by³y niespodzia-
nek, jak równie¿przyjemnoœci z odkrywa-
nia nieznanych dot¹d zagadnieñ matematy-
ki i radoœci tworzenia. Myœlê, ¿e uczyliœmy
siê od siebie nawzajem. Efekty pracy
mo¿ecie zobaczyæna zdjêciach umieszczo-
nych w antyramach na pierwszym piêtrze
obok sali 210 i podczas wystawy prac w
auli, natomiast artyku³y
napisane przez uczniów
pomog¹ Wam zrozumieæ,
czym s¹ fraktale, co siê z
nimi wi¹¿e i gdzie mo¿na je
spotkaæ.    

W tym miejscu
chcia³abym jeszcze ser-
decznie podziêkowaæ za
wspó³pracê panom mgr
El¿biecie Syrek i mgr Aga-
cie ¯ ochowskiej oraz panu
mgr. Apolinaremu Zieliñ-
skiemu za owocn¹ wspó³-
pracê, zaanga¿owanie i
pomoc w realizacji tego
projektu. A Wam, drodzy czytelnicy, ¿yczê
mi³ej lektury i przyjemnego zg³êbiania taj-
ników, ukrytych w barwnym œwiecie mate-
matyki.

DANUTA BORKO

TAJEMNICZA NATURA FRAK -
TALI.

CZYM S¥ FRAKT ALE?

Obserwuj ¹ c przyrodê, czêsto
upraszczamy j¹ , sprowadzaj¹ c jej formy
do prostych bry³ geometrycznych. I tak:
horyzont to linia prosta, drzewa to walce
itp. W ten sposób na przyrodê patrzy³
ju¿ Euklides. Czy jednak taka jest jej
prawdziwa struktura?

W 1980 roku Benoit Mandelbrot
bada³ pewne wielomiany zespolone i otrzy-

ma³ interesuj¹ce wykresy. Patrz¹c na nie,
wysnu³ przypuszczenie, ¿e geometria
euklidesowa nie nadaje siê do opisu przy-
rody - góry nie s¹ sto¿kami, a linia brzego-
wa nie jest odcinkiem. S¹ to raczej, jak to
okreœla³ Euklides, “bezkszta³tne” formy,
które Mandelbrot nazwa³ fraktalami - od
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³aciñskiego s³owa fractus co znaczy
“podzielony”, “u³amkowy”. Nazwa ta jest
adekwatna - dobrze oddaje strukturê frak-
tali. Charakteryzuje je bowiem wysokie
samopodobieñstwo - ka¿dy fragment przy-
pomina ca³oœæ.

Nie jest ³atwo jednoznacznie zdefi-
niowaæ, czym s¹ fraktale. Za kryterium
mo¿na jednak przyj¹æ wymiar, który dla
fraktali nie jest liczb¹ naturaln¹ , co mo¿e
wydawaæsiênieco dziwne. Przypomnijmy,
w geometrii euklidesowej prostej przypisu-
jemy wymiar 1, p³aszczyŸnie - 2, przestrze-
ni - 3, czyli liczby naturalne.

Generalnie fraktale - to interpretacja
graficzna pewnych równañ czy ci¹gów,
które do niedawna uchodzi³y za matema-
tyczne „potworki”, zupe³nie abstrakcyjne i
nie maj¹ce ¿adnych odniesieñ do rzeczywi-
stoœci. Ich tworzenie polega na powtarza-
niu w nieskoñczonoœæ okreœlonych
czynnoœci, na liczeniu kolejnych elemen-
tów pewnych ci¹gów i dobieraniu koloru

rysowanego punktu w zale¿noœci od wyni-
ku.

Jaka jest faktyczna struktura przyro-
dy? Na obrazkach dzieci jawi siê ona czê-
sto jako kombinacje prostych figur geome-
trycznych (dom - kwadrat, s³oñce - kó³ko,
pies - prostok¹ t, chmura - elipsa itd.).
Patrzymy na to z odrobin¹ wy¿szoœci, ale -
tak na prawdê - czy nasze pojmowanie
œwiata tak bardzo ró¿ni siê od jego pojmo-
wania przez dziecko? Proszê spróbowaæ
narysowaæwodê albo chmurê z ca³¹ jej
skomplikowan¹ struktur¹ . Nie jest to takie
³atwe, prawda? Czy mo¿na powiedzieæ, ¿e
chmura jest elipsoid¹ albo prostopad³oœcia-
nem? A drzewo? Czy mo¿na jednoznacznie
powiedzieæ, ¿e pieñ to sto¿ek, liœcie to trój-
k¹ ty, a ga³êzie to odcinki? Jak nazwaæ
kszta³t p³omienia albo b³yskawicy?
To w³aœnie s¹ przyk³ady wystêpuj¹cych w
przyrodzie obiektów fraktalnych. Chmura
stanowi niew¹ tpliwie jedn¹ ca³oœæ, ale jest
“dziurawa” jak g¹bka, poniewa¿sk³ada siê
z nieprzebranej iloœci mikroskopijnych
kropelek wody i pary wodnej. Jest wiêc

odrêbn¹ ca³oœci¹ , ale z³o¿on¹
z wielu mniejszych ca³oœci,
tak¿e odrêbnych. Je¿eli
“wytniemy” ma³y kawa³ek
chmury, to otrzymamy coœbar-
dzo do niej podobnego. Gdy
od³upiemy kawa³ek ska³y, to
otrzymamy miniaturkê ca³ej
ska³y. I jeœli sfotografujemy
od³upany fragment bez ¿adne-
go uk³adu odniesienia (np.
pude³ka zapa³ek, którego wiel-

koœæznamy), to nie bêdziemy w stanie
odró¿niægo od prawdziwej góry (ten efekt
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bardzo czêsto wykorzystuje siê w trikach
filmowych)! Podobnie fraktale: nie mo¿na
jednoznacznie nazwaæich kszta³tów, a przy
tym charakteryzuj¹ siêone du¿ym samopo-
dobieñstwem - fragment przypomina
ca³oœæ, równie¿ przy fraktalach ró¿nych
rodzajów.

Przygl¹daj¹c siê fraktalom, ciê¿ko
siê oprzeæwra¿eniu, ¿e formy te s¹ nam
znajome. Widaæ ich podobieñstwo do
ognia, wody, szronu. Efekt plazmy dosko-
nale oddaje chaotyczn¹ strukturê chmur, a
specyficzne spirale-ramiona przypominaj¹
konika morskiego, rozgwiazdy, glony, czy
morskie wodorosty.

Jednego z przedstawionych fraktali
mo¿na wprost pomyliæz wizerunkiem b³y-
skawicy (to nie jest zdjêcie nieba podczas

burzy!).
Podobieñstwo to bierze siê st¹d, ¿e

fraktale maj¹ charakterystyczny, chaotycz-
ny “kszta³t”, który znacznie lepiej oddaje
strukturê przyrody ni¿ tradycyjne pojêcia
geometrii. Jednak najdziwniejsze, i jak na
razie najbardziej tajemnicze, jest Ÿród³o

tych podobieñstw. Có¿, jest to zagadnienie
z dziedziny metafizyki... Mo¿e kiedyœ
bêdziemy umieli je rozwi¹zaæ. Do niedaw-
na w nauce panowa³ deterministyczny
pogl¹d, ¿e wszystko mo¿na przewidzieæ i
obliczyæ. Pogl¹d ten ostatnio zacz¹³ siê
powa¿nie chwiaæ, a jednoczeœnie nadzieje
pok³adane w komputerach i ich mocy obli-
czeniowej okaza³y siê przesadne. WeŸmy
na przyk³ad powierzchniêwody w jeziorze.
Dopóki jest ona p³aska (nie ma wiatru)
mo¿na przyj¹æ, ¿e jest zwyk³¹, ³atw¹ do
opisania matematycznie p³aszczyzn¹ . Gdy
wrzucimy do jeziora jeden lub dwa drobne
kamyczki, to powsta³e fale koliste te¿
mo¿emy „od biedy” opisaæodpowiednim
równaniem mechaniki falowej. Ale gdy
wrzucimy ca³¹ garœætakich kamyków, albo

jeden wielki kamieñ nieforemny, to nie ma
¿adnych szans na policzenie wspó³rzêd-
nych cz¹stek, tworz¹cych powierzchniê
tafli jako funkcji czasu. Mo¿na powie-
dzieæ, ¿e absolutnie nie da siê przewidzieæ
dok³adnego zachowania wody po wrzuce-
niu w ni¹ kamienia - nie mówi¹c ju¿o obli-
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czeniach w czasie rzeczywistym! Ka¿dy
widzia³, jaki powstaje w tym czasie chaos -
jest to bardzo piêkne, ale nigdy nie da siê
znaleŸæfunkcji analitycznej, która opisze
takie zjawisko ze stuprocentow¹ dok³adno-
œci¹ . Ka¿dy natomiast potrafi narysowaæ
drzewo, poniewa¿ ono zazwyczaj kojarzy
siê z walcem, sto¿kiem, odcinkami itp. Ale
proszê spróbowaæ dok³adnie narysowaæ
powierzchniê pnia drzewa czy morza pod-
czas ulewy lub burzy... Trudnoœci s¹ spo-
wodowane tym, ¿e obiekty tego typu ciê¿-
ko opisaæw terminach zwyk³ej geometrii.
Gdy jednak zamiast jêzyka tradycyjnej
geometrii u¿yjemy jêzyka fraktali - pro-
blem znacznie siê uproœci. I tak - powstaje
filozoficzne pytanie o piêkno. Czy piêkne
jest to, co proste, czy to, co chaotyczne i
nieuporz¹dkowane? Osobiœcie jestem prze-
konany, ¿e piêkno to synonim pewnej
odmiany chaosu, swoistego porz¹dku w
nieporz¹dku. P³omieñ ognia jest tak prosty,
a jednak tak skomplikowany...

Zreszt¹ nikt chyba nie w¹ tpi w piêk-
no przyrody, a ona z du¿¹ doz¹ prawdopo-
dobieñstwa wybra³a wszelkie ogl¹dane
przez nas rozwi¹zania w idealnie odpo-
wiednich proporcjach. Mia³a w koñcu na to
sporo czasu... Jestem przekonany - choæ
dopuszczam i s¹d nie tak skrajny - ¿e ¿aden
obraz, nawet najwiêkszego mistrza pêdzla,
nigdy nie bêdzie doskonalszy od arcydzie-
³a najwiêkszego artysty, jakim jest Natura.
A fraktale? Mo¿e jednak wykradliœmy
Naturze skrawek zazdroœnie strze¿onego
przepisu na piêkno?
Ktoœmo¿e jednak zapytaæ- fraktale s¹ bar-

dzo ³adne, ale co z tego? Czy mamy z nich
jakikolwiek po¿ytek, czy te¿jest to jedynie
nikomu niepotrzebna ciekawostka mate-
matyczna? Otó¿okazuje siê, ¿e algorytmy,
s³u¿¹ce do generowania ró¿nego rodzaju
fraktali, maj¹ zastosowania praktyczne, i to
doœæwa¿ne. Po pierwsze - przekszta³ceñ
fraktalnych mo¿na u¿ywaædo kodowania
obrazów, a co za tym idzie - do ich kompre-
sji, czyli zmniejszania rozmiarów opisuj¹-
cych je plików komputerowych. Po drugie
- algorytmy fraktalne wykorzystuje siê do
nadawania realistycznych tekstur tworzo-
nym na komputerze obiektom - ma to z
kolei szerokie zastosowanie w technikach
przetwarzania obrazu wideo. Wreszcie, za
pomoc¹ fraktali mo¿na sztucznie genero-
waæna komputerze wirtualne œwiaty, do
z³udzenia przypominaj¹ce rzeczywiste kra-
jobrazy górskie, morze, s³oñce itp. Niektó-
re z nich daj¹ zdumiewaj¹ce efekty. Jednak
pierwszym zastosowaniem fraktali nie by³a
kompresja obrazów, a pomiar linii brzego-
wej. 

Katarzyna Kluczyk klasa I f
Damian Folfoszyñski klasa I c
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miejsce wstawiamy trójk¹t równoboczny o
boku ta-kim jak usuniêta czêœæ. Tak samo
postêpuje-my z ka¿dym z powsta³ych
odcinków.

Wymiar tego fraktala to:
, czyli liczba z przedzia³u (1 ; 2).

Trójk¹t i Dywan Sierpiñskiego

Twórc¹ trójk¹ta i dywanu Sierpiñskiego
jest polski matematyk Wac³aw Sierpiñs-
ki(1882-1969), jeden z najwybitniejszych
matematyków polskich tamtych czasów.
Sposób postêpo-wania jest nastêpuj¹cy:
Najpierw rysujemy zwyk³y trójk¹t
równoboczny (wype³niony), nastêpnie
wybieramy œrodki jego trzech boków.
Punkty wraz z wierzcho³kami
pocz¹tkowego trójk¹ta wyznaczaj¹ cztery
mniejsze trójk¹ty, z których usuwamy
œrodkowy. Ten sam proces powtarzamy
dla trzech po-zosta³ych trójk¹tów itd. 

Wymiar tego fraktala to:
, czyli liczba z przedzia³u (1 ; 2)

Sposób powstawania dywanu jest bardzo
podobny. Rysujemy kwadrat, a nastêpnie
dzielimy go na dziewiêæ równych czêœci,
z których usuwamy œrodkow¹. 

Jak powsta³y pierwsze fraktale
geometryczne?

Zbiór Cantora

Dzielimy odcinek na 3 czêœci. Z tych
czêœci usuwamy œrodkow¹. Tak samo

postêpujemy
z pozosta³ymi odcinkami i tak w
nieskoñczonoœæ. Poni¿ej pokazane jest
kilka pierwszych kroków:

Wymiar tego fraktala to:,
czyli liczba z przedzia³u (0 ; 1).

Krzywa Kocha

Zaczynamy od linii prostej. Dzielimy j¹
na 3 czêœci i usuwamy œrodkow¹. W jej

3log2log

3log4log

3log4log

3log4log
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Wymiar tego fraktala to:  ,
czyli liczba z przedzia³u (1 ; 2)

Katarzyna Kluczyk klasa I f

3log8log
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Wyjazd delegacji szko³y na podsu-
mowanie projektu

Sokrates – Comenius do Lüdin-
ghausen

Dnia 24.11.2005 r. wyjechaliœmy spod
szko³y do Lüdinghausen na projekt Sokra-
tes Comenius. Temat przewodni warszta-
tów: Od piêciok¹ ta foremnego do fraktala
dwunastoœciennego. W warsztatach bra³y
udzia³ szko³y z Niemiec, Francji, Luksem-
burga oraz Polski.
Gdy dotarliœmy na miejsce, spotkaliœmy siê
z uczniami tamtejszej szko³y i udaliœmy siê
z nimi do ich domów.
Pierwszego dnia pojechaliœmy do miasta
Münster znajduj¹cego siê niedaleko
Lüdinghausen. O godzinie 17.00 by³o
powitanie grup z ro¿nych krajów oraz
omówienie projektu. W tym samym dniu
mieliœmy tak¿e  przyjemnoœæwys³uchaæ
wyk³adu Dr Christopha Pöppe
o figurach i bry³ach foremnych oraz ich
zwi¹zku z fraktalami. Wyk³ad by³ bardzo
interesuj¹cy, s³uchaliœmy dr z wielkim
zainteresowaniem.
Drugiego dnia zostaliœmy podzieleni na
dziesiêcioosobowe  grupy, w których znaj-
dowali siê uczniowie pochodz¹cy z Polski,
Niemiec, Luksemburga oraz Francji. Nasza
praca polega³a na sklejaniu dwunastoœcien-
nych bry³, co w efekcie koñcowym da³o
nam drugi etap fraktala dwunastoœcienne-
go.
W niedzielê 27.11.2005 r. odby³o siê spo-
tkanie, na którym zosta³a podsumowana
nasza praca. Zrobiliœmy pami¹ tkowe zdjê-

cia ze swoim dzie³em, po czym udaliœmy 
siê do autobusu.
Podsumowuj¹c, wyjazd ten uwa¿am za
udany, gdy¿dowiedzia³em siêwiele o frak-
talach, pozna³em wielu ciekawych ludzi, z
którymi do dzisiaj utrzymujê kontakt oraz
podszkoli³em jêzyk niemiecki. W
przysz³oœci chcia³bym ponownie wzi¹æ
udzia³ w takim projekcie.

Maciek Bembenek
Kl. I „a” L O
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Fraktale mo¿na spotkaæ wszêdzie – wys-
têpuj¹ one w przyrodzie, sztuce oraz w
naukach takich jak: fizyka, astronomia czy
oczywiœcie matematyka. Mówi¹c o frakta-
lach w matematyce, mówimy zwykle o
bry³ach i figurach takich jak piramida
Sierpiñskiego czy gwiazda Kocha. Jed-
nak¿e istniej¹ w matematyce te¿ tzw. frak-
tale liczbowe i ich strukturê chcielibyœmy
Wam przybli¿yæ. Przyk³adem fraktala
liczbowego jest takie wyra¿enie:

Z pocz¹tku mo¿e wydawaæ siê nam, ¿e
nic nie mo¿emy zrobiæ, gdy jest on w
takiej postaci, lecz mo¿-na zauwa¿yæ, ¿e
w ci¹gu tym powtarza siê stale jeden 
element:
Stanowi on o fraktalnoœci tego wyra¿enia.
Gdy z³o¿ymy ten sk³adnik ze sob¹,
uzyskamy
sk³adaj¹c trzy elementy, 
uzyskamy
Widzimy, ¿e ró¿nice miêdzy kolejnymi
liczbami staj¹ siê mniejsze, im wiêcej tych
sk³adników z³o¿ymy ze sob¹, tym ró¿nice
te bêd¹ niedostrzegalne. Jednak jak
bezproblemowo i ³atwo obliczyæ, do jakiej
liczby zbli¿a siê ten ci¹g? Jest na to
pewien sposób. Mo¿na tu oczywiœcie sko-
rzystaæ ze skomplikowanych wzorów, ale
po co siê mêczyæ. Na szczêœcie matematy-

ka nie jest nauk¹ jednotorow¹ i do jed-
nego rozwi¹zania mo¿na dojœæ wieloma
drogami, o ró¿nym stopniu zaawansowa-
nia. Trzeba jednak pamiêtaæ, ¿e najtrud-
niejsza droga wymagaj¹ca znajomoœci
wielu wzorów, nie zawsze jest najkrótsza.
Chcia³bym przybli¿yæ Wam pewn¹
metodê, moim zdaniem naj³atwiejsz¹.

Oto podobny fraktal, w którym powtarza-
j¹c¹ siê cz¹stk¹ jest
. Je¿eli ca³y nasz fraktal oznaczymy jako
niewiadom¹ x i ponownie dodamy pow-
tarzaj¹cy siê element, powinniœmy dalej
otrzymaæ nasz x (jeœli od nieskoñczonoœci
odejmiemy lub dodamy jeden dalej mamy
nieskoñczonoœæ). W dalszej czêœci równa-
nia, stosuj¹c proste przekszta³cenia i
wzory skróconego mno¿enia, dochodzimy
do ostatecznego rozwi¹zania: x = 5. Jed-
nak w rzeczywistoœci nasz fraktal jedynie
d¹¿y do liczby 5 tzn. po ka¿dym kolejnym
przekszta³ceniu zbli¿a siê do niej coraz
bardziej, ale  nigdy jej nie osi¹gnie. 
Mo¿emy te¿ stworzyæ w³asny pier-
wiastkowy fraktal liczbowy. Chcemy,
¿eby nasz fraktal d¹¿y³ do pewnej liczby,
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powiedzmy, do liczby 16. Musimy wiêc
utworzyæ równanie kwadratowe np. takie,
jak przedstawione poni¿ej

Oprócz fraktali liczbowych pier-
wiastkowych, istniej¹ te¿ inne fraktale np.
u³amkowe. Przyk³a-dem fraktala
u³amkowego jest poni¿szy 
u³amek ³añcu-
chowy:
W przypadku
rozwi¹zywania
takiego wyra¿e-
nia postêpujemy podobnie jak przy frakta-
lach pierwiast-kowych. Najpierw szukamy
powtarzaj¹cego siê elementu – jest nim-

nastêpne element ten 
zastêpujemy szukanym x  i 

uzyskujemy równanie
które rozwi¹zujmy:

Wynikiem tego fraktala
jest s³awna z³ota liczba 

Tak wiêc z³ota liczba ist-
nieje tak¿e we fraktalach
liczbowych. Mo¿na j¹
tak¿e przedstawiæ w

postaci fraktala pierwiastkowego:

Istniej¹ tak¿e fraktale nawiasowe i potê-
gowe np. 

Sposoby rozwi¹zywania tych fraktali nie
odbiegaj¹ bardzo od metod rozwi¹zañ
fraktali pierwiastkowych i u³amkowych,
dlatego te¿ nie bêdziemy ich tutaj przed-
stawiaæ.

Na tym koñczymy nasze wywody na
temat fraktali liczbowych i mamy
nadziejê, ¿e dziêki nim ma-tematyka dla
niektórych stanie siê choæ odrobinê
ciekawsza i fascynuj¹ca. A dla bardziej
dociekli-wych proponujemy kilka drob-
nych æwiczeñ.
Oblicz wartoœæ wyra¿enia:

...2224222422242224222416

2224

2224

2242

22512

)116()1(

16

2

2

2

22

+++++=

+=

+=

=-

=+-

-=-

=

xx

xx

xx

xx

x

x

 

........1
1

1

1
1

1
1

1
1

+
+

+
+

+

 
...
1

1+

x
x

1
1+=

2
15

4
5

)
2
1

(

4
1

1
4
1

1

1

1
1

2

2

2

2

+
=

=-

+=+-

=-

+=

+=

x

x

xx

xx

xx
x

x

2
15 +

=j

...11111 +++++=j

÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
÷÷
ø

ö
çç
è

æ
÷÷
ø

ö
çç
è

æ
÷
ø

ö
ç
è

æ +×+×+×+×+ ...
2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1 ...999

...
3

...
3

3

...
3

...
3

3
3

...
3

...
3

3

...
3

...
3

3
3

3

+
+

+

+

+
+

+

...3
1

2

1
3

1
2

1
3

1
2

+
+

+
+

+
+

...9999

...17171717

5... 4 3 2 2

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
÷÷
ø

ö
çç
è

æ
÷
ø

ö
ç
è

æ+++ ....
9
1

9
1

9
1

9
1



12

Z³ota liczba i z³oty podzia³
oraz jego wystêpowanie 

Z³ota liczbawyra¿a d³ugoœæ odcinka spe³-
niaj¹cego warunek tzw. z³otego podzia³u.
Pierw-szy wyrysowa³ z³oty podzia³ Hippa-
sus w V wieku p.n.e. Staro¿ytni Grecy
uwa¿ali z³oty po-dzia³ za idealn¹ propor-
cjê, któr¹ chêtnie realizowali w architek-
turze. Obecnie z³oty podzia³ jest te¿ czêsto
stosowany, np. wymiary zeszytu pozostaj¹
w stosunku w przybli¿eniu równym sto-
sunkowi z³otego podzia³u. 
Z³ota liczba ma ciekawe w³asnoœci: 
- aby j¹ podnieœæ do kwadratu,
wystarczy dodaæ do niej jedynkê, 
- aby znaleŸæ jej odwrotnoœæ, wystar-
czy odj¹æ jedynkê.
Proponujê czytelnikowi, aby samodzielnie
sprawdzi³ te w³asnoœci, po przeczytaniu
dalszej czêœci artyku³u.

Ka¿dy, kto uczy³ siê matematyki w szkole
podstawowej, musia³ uczyæ siê o proporc-
jach, na których opiera siê z³oty podzia³.

Z£OTY PODZIA£ – to taki podzia³
odcinka a na  dwie czêœci x i (a – x) tak,
aby stosunek d³ugoœci odcinka a do jego
wiêkszej czêœci x by³ równy stosunkowi
d³ugoœci czêœci x do czê-œci mniejszej (a -
x). 

Odcinek x znajdziemy, rozwi¹zuj¹c rów-
nanie (I). 

- ta wielkoœæ nie spe³nia warunków zada-
nia jako d³ugoœæ odcinka 

- ta spe³nia warunki zadania 
Wobec tego szukan¹ liczb¹ x jest liczba 

Maj¹c x, znajdziemy
(a-x), a tak¿e stosunek

który jest taki sam, jak
stosunek 
Ten stosunek oznaczamy przez   i nazy-
wamy z³ot¹ liczb¹, która wyra¿a stosunek
dwóch czêœci odcinka podzielonego z³o-
tym podzia³em. 

Oto i ca³a tajemnica z³otego podzia³u.
Praktycznie spotykamy siê z t¹ proporcj¹
codziennie, nie zdaj¹c sobie nawet z tego
sprawy. Patrz¹c na ekran telewizora, na
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fotografiê czy te¿ na tê kartkê papieru.
Otó¿ stosunek boków tych prostok¹tów
jest zbli¿ony do proporcji z³otego po-dzi-
a³u. Na przyk³ad formaty papieru A4, A3,
A2 itd. maj¹ stosunki boków wyra¿aj¹ce
siê liczb¹ 0,7. Klatka filmu ma³oo-
brazkowego 24x36 ma stosunek boków
równy 0,666. Z³oty po-dzia³ stanowi o
swoistym "piêknie" ró¿nych przedmiotów
oraz elementów sztuki czy archi-tektury.
Oto i ca³a tajemnica z³otego podzia³u.

PRZYK£ADY: 

• zasada z³otego podzia³u znana od
staro¿ytnoœci, znalaz³a zastosowanie w
architekturze an-tycznej, romañskiej oraz
w sztuce renesansu i klasycyzmu; 

• okna w budowlach w stylu renesan-
sowym ( szerokoœæ do wysokoœci by³a w
stosunku 5:8 ); 

• renesansowe pa³ace w³oskie, np. Palazzo
Strozzi, Palazzo Rucelai, Santa Maria
Novella, Kaplica Palazzo Vendrai; 

• tak¿e inne œwi¹tynie, np. Parthenon na
Akropolu, 

• pentagram - gwiazda piêcioramienna; 

Pitagorejczycy wybrali gwiazdê piêcio-
ramienn¹ na god³o swojego tajnego bract-
wa, po-niewa¿ w tej figurze ka¿dy
odcinek jest podzielony w z³otym sto-
sunku wzglêdem s¹siedniego mniejszego
od niego. 
• w znormalizowanych zeszytach for-
matu : A-0, A-1, A-2, A-3, A-4, A-5, A-6...
boki tych zeszytów s¹ w z³otym podziale; 
• z³oty podzia³ wykorzystuje siê do
konstruowania przepiêknych mozaik
wykonanych z figur powsta³ych w wyniku
wykorzystania z³otego podzia³u; 
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• z³oty podzia³ wykorzystuje siê tak¿e
do okreœlania proporcjonalnej budowy
cz³owieka: 
1. Obwód g³owy ka¿dego cz³owieka
pozostaje w okreœlonym stosunku do
wysokoœci te-go cz³owieka. Wzrost jest
trzy razy wiêkszy od obwodu g³owy. 
2. Ka¿dy cz³owiek mierzy oko³o szeœ-
ciu stóp. Mierz¹c, ile stóp tej osoby mieœci
siê w jej wzroœcie, otrzymujemy taki
rezultat. Wynika z tego, ¿e d³ugoœæ stopy
jest mniej wiê-cej równa jednej szóstej

wzrostu cz³owieka. 
3. Nastêpny stosunek jest nazywany "
pêpkiem Pitagorasa " i jest to stosunek
odleg³oœci pêpka cz³owieka od ziemi - do
jego wzrostu. Zazwyczaj wynosi 1 : 1,6
(czyli jest to z³oty podzia³ ). 
Proporcje ustalone przez Dürera przyjê³y
siê powszechnie. Jako podstawê miar
przyj¹³ on wy-sokoœæ cz³owieka i ustali³
nastêpuj¹cy podzia³ postaci : 
1/2 h - górna czêœæ cia³a od kroku w górê; 
1/4 h - d³ugoœæ nogi od kostki do kolana i



15

odleg³oœæ od podbródka do pêpka; 
1/6 h - d³ugoœæ stopy;
1/8 h - d³ugoœæ od czubka g³owy do dolnej
krawêdzi podbródka; 
1/10 h - wysokoœæ twarzy i szerokoœæ
twarzy( ³¹cznie z uszami ); d³ugoœæ d³oni
do nadgarstka; 
1/12 h - szerokoœæ twarzy na wysokoœci
dolnej krawêdzi nosa, szerokoœæ nogi (nad
kostk¹) itd. Dalsze podzia³y dochodz¹ do
1/40 h. 

Ania klasa II g

Podziêkowania
Na zakoñczenie pragnê przede wszystkim
podziêkowaæ  Sebastianowi Adam-
czykowi, Maækowi Bembenekowi, 

Ani Dro¿d¿yñskiej, Damianowi Folfo
szyñskiemu, Krzyœkowi Jêdrusikowi, Kasi
Kluczyk, Paw³owi £abudzie, Micha³owi
Ogórek, Paulinie Pawlickiej, Bartkowi
PaŸdziurowi, Paulinie Szczupak i Paw³owi
Wilkowi, którzy tak ochoczo
odpowiedzieliœcie na mój apel. Dziêkujê,
¿e wytrwaliœcie do koñca i poœwiêciliœcie
swój wolny czas na tworzenie, odkry-
wanie i zg³êbianie piêknego, a zarazem
tajemniczego œwiata chaosu. Poznaliœcie
ju¿ jego malutk¹ czêœæ. Przed Wami
jeszcze d³uga droga do poznania œwiata,
ale wierzcie mi, jesteœcie na dobrej
drodze. Bez Was nie by³oby tego projektu
i byæ mo¿e nastêpnych. ?

DANUTA BORKO

Opracowanie gazetki : Pani mgr. Danuta Borko

£ukasz ¯uchewicz IIf


